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時空間ホテリングモデルと
小売業における新聞売り子問題

三道　弘明，小出　武，木庭　淳

一般に消費者は，小売店舗を訪問する際に，到着時刻での商品在庫が存在する確率を考えて，訪問するかど
うかの行動を決定する．一方，消費者の行動が商品の需要量を決定し，小売は需要分布に応じて仕入れ量を
決定する．本稿では消費者と小売のこのような関係を表現した新聞売り子問題のモデルを提案した．そこで
は，消費者と小売店舗の相互に依存した意思決定問題をゲームとして捉え，その均衡解の存在を示した．こ
れにより，小売と消費者の双方が，閉店間際の在庫存在確率に対してそれぞれの値を要求するという構造が
存在することを示すことができた．さらに小売と最も遠方の消費者が要求する閉店間際の在庫存在確率の大
小が均衡解の構造を決定することをも明らかにした．
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1. はじめに

新聞売り子問題は，製品寿命の短い財（商品や部品）
の適切な仕入れ量（や生産量）を決定する問題であり，
(1) 過剰に仕入れると財が売れ残り，
(2) 仕入れ量が少ないと品切れが発生するために，
両者のトレードオフを図ろうとするものである．
このような問題は我々の身の回りにも存在しており，

コンビニエンスストアのおにぎりや弁当の仕入れ量，
大学の授業で配る資料の準備量，銀行の ATM用に確
保すべきキャッシュボックスの数 [1] などがこれに該
当する．
新聞売り子問題は長い歴史を有しており，Edge-

worth [2] が銀行の問題を論じたのが最初と言われ
ている．それからかなりの年月を経て Arrow [3]，
Whitin [4]がその数理モデルの基礎を築き上げた．以
来，様々なモデルが構築されて今日に至る．20世紀の
文献については Khouja [5]や Petruzzi and Dada [6]

に多数の文献がレヴューされており，サプライチェー
ンに関する数理モデルにおいても新聞売り子問題のそ
れを利用したものが多い [7～13]．比較的近年の文献を
も含めたレヴューについては [14]があり，またリスク
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管理の観点からの研究も少なくない [15～23]．
新聞売り子問題は，生産現場の問題を扱うものと，

小売りの現場の問題を取り上げたものとに大別できる．
両者の違いは様々に考えられるが，決定的な違いの一
つに次がある．前者においては，品切れ個数は容易に
把握可能であるが，後者では，品切れ個数を正確に把
握するのは困難である．
前者においては，例えば下請け企業が元請企業から

部品の注文を受けたとき，注文数と在庫数の差が正で
あればそれが品切れ個数であり，瞬時に品切れ個数を
把握可能である．なお，不足分は特急ジョブとして生
産することで対応できる場合も多く，この特急ジョブ
としての対応に関わる費用が品切れ費用であると考え
ることができる．
これに対して後者は，もう少し厄介である．小売店

舗において，店員がある時刻にある商品が売り切れて
いることに気づいた場合について考えてみよう．その
時点で，すでに何人かの顧客が当該商品を求めて店舗
を訪問したものの，それが売り切れているために代替
商品を購入したかもしれない．あるいは，何人かの顧
客は諦めて何も購入しないまま店舗から立ち去ったか
もしれない．品切れ個数を正しく把握するには，この
ような数値をも適切に捉える必要があるが，これは無
理難題というものである．

2. 時空間ホテリングモデル

2.1 小売業における新聞売り子問題
以上に概観したように，新聞売り子問題における品

切れは様々な状況が考えられ，問題に応じて慎重に取
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り扱うべきである．ここで，齋藤 [24]は，品切れ費用
のようなパラメータを導入するのではなく，需要分布
が下方にシフトすると仮定したモデルを提案した．こ
れは，Anupindi and Bassoki [25]が主張するように，
消費者は品切れに遭遇したときに他店舗へ移動すると
いうマーケットリサーチの行動をとることを根拠とし
ている．
そこでは，需要量が少ない場合の需要分布と多い場

合のそれの 2通りを想定し，品切れ率がある閾値を超
えた場合には，次の期には需要量が少ない場合の需要
分布に下方シフトし，品切れ率がある閾値未満の場合
には元の需要の多い需要分布に戻ると仮定し，提案の
モデルと品切れ費用を導入したモデルの比較を行い，
提案モデルの妥当性を主張している．
一方，三道，木庭，小出 [26]も，小売りを対象とし

て，消費者は一度品切れを経験すると，次回以降しば
らくの期間，品切れを経験した時刻以降には店舗を訪
問しないという仮定のもと，様々なシミュレーション
を通して品切れが需要分布の下方シフトに及ぼす影響
について考察している．そこでは，品切れが需要分布
の下方シフトに大きく影響することを明らかにしたう
えで，品切れが発生した時刻によって影響の大きさが
異なることをも示唆している．さらに，小売における
新聞売り子問題をより適切に扱うには，消費者が店舗
に到着する時刻を明示的に考慮する必要性を主張して
いる．
このような観点から，Hosseinipour and Sandoh [27]

は消費者の店舗への到着時刻を陽に考慮したモデルを
提案し，最適営業時間の存在について議論している．ま
た Sandoh，Koide，Kiniiwa [28]は，消費者の到着時
刻を明確に表現した時空間ホテリングモデルを提案し，
小売業における複占市場の分析を行っている．
本研究では時空間ホテリングモデルを下に，消費者

が店舗に到着する時刻ばかりでなく，
• 到着した時点での商品在庫が存在する確率を考慮
した消費者の行動と

• 消費者の行動を考慮した小売りの仕入れ量
の双方を組み入れたモデルを提案し，そのナッシュ均
衡の存在について考察する．

2.2 時空間ホテリングモデル
ここでは独占市場を考えることとし，図 1にその時

空間ホテリングモデルを示す．図 1では，横軸 [0, 1]上
に同質な消費者が一様に分布しており，1日 24時間を
縦軸 [0, 1]で表している．小売り店舗は横軸 [0, 1]上の
点 0 に位置しており，その営業時間は [to, tc] である．

図 1 Space-time Hotelling model

ただし，0 < to < tc ≤ 1 が成立するものとする．次
いで，各消費者は互いに独立に同一の出発時刻分布を
もっており，その密度関数を g(τ )で表す．さらに，消
費者の移動速度を λ(> 0) で表し，解析の煩雑さを避
ける目的で λto > 1を仮定する．
以上のような仮定の下では，地点 x ∈ [0, 1]の消費

者が営業時間中に小売店舗を訪問できる確率は

∫
tc− x

λ

to− x
λ

g(τ )dτ

で与えられる．図 1には，居住地の異なる二人の消費
者のそれぞれの出発時刻分布を示してあるが，その陰
影部分の面積が上の確率に該当する．
一般に，時刻 t ∈ [to, tc]で店舗に在庫が存在する確

率は，それまでに店舗を訪問し，商品を購入した消費者
数によって決まることから，以下では在庫が店舗に存
在する確率が時刻 tに依存したモデルの構築を試みる．

3. 需要分布

3.1 消費者の行動
x ∈ [0, 1]に居住する消費者が店舗を訪問し，商品を

購入した場合の効用は

U(x) = u0 − p− κx

λ

である．ここに，u0 は商品の価値，pは価格，κは消
費者の単位距離当たりの移動費用であり，κ < u0 − p

を仮定する．一方，商品が品切れであり，何も購入せ
ずに帰宅する場合の効用は

U(x) = −κx

λ

である．ここで，地点 xに居住する消費者が時刻 t ∈
[to, tc]に店舗に到着した時点で在庫が存在する確率を
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qx(t|Q̂)と書くこととし，qx(t|Q̂)は tの減少関数であ
ると仮定する1．また，Q̂は店舗の在庫量 Qに対して
消費者が思い描いている値を表す2．
このとき，地点 xの消費者の期待効用は

U(x) = qx(t|Q̂)(u0 − p)− κx

であることから，α(x)を

α(x) :=
κx

λ(u0 − p)

のように定義すると，この消費者が到着時刻 tの訪問を
計画する場合，到着時点で在庫が存在する確率 qx(t|Q̂)

が

qx(t|Q̂) ≥ α(x) (1)

を満たせば，時刻

t− x

λ

に居住地を出発して店舗に向かう．ここで，α(x) は
x ∈ [0, 1]に関して単調増加であり，その値域は[

0,
κ

λ(u0 − p)

]

であることがわかる．
一方，到着時刻が tであるときに在庫が存在する確

率が α(x)未満であれば，消費者は時刻 tに到着するよ
うな行動はとらず，到着時点での在庫存在確率がα(x)

に等しくなる

q−1
x

(
α(x)

∣∣∣∣Q̂
)

以前に到着するよう，居住地を出発する．
ここで，qx(t|Q̂) は t の減少関数であると仮定して

いるので，式 (1)を満たす最大の時刻を tLA(x)と書き，
これを消費者 x ∈ [0, 1]の最遅到着時刻と呼ぶ．さら
に到着時刻が tLA(x)となるような出発時刻

tLD(x) = tLA(x)− x

λ

を，消費者 x ∈ [0, 1]の最遅出発時刻と呼ぶ．
以上のことから，時刻 tまでに店舗に到着すること

を意図した消費者が，地点 xを出発する時間区間は[
to − x

λ
, min

(
t, tLA(x)

)
− x

λ

]

1 のちに qx(t|Q̂) は t の減少関数であることがわかる．
2 Q̂ は，均衡解 Q∗∗ が存在すればその値をとる．

図 2 Departure probability of each individual con-
sumer

であることがわかる．図 2は，居住地の異なる 2人の消
費者の出発時刻分布と，彼らが時刻 to から t ∈ [to.tc]

までに店舗を訪問しようとしたときの，出発時間区間
を表したものである．太い実線で描かれた曲線は，消
費者の最遅出発時刻を表している．ここで x = 1の近
くに居住する消費者の出発時刻に注目すると，当該消
費者は在庫存在確率が小さい閉店時刻 tc直前に到着す
るような行動はとらず，それより早い最遅到着時刻を
もっていることが読み取れる．なお，陰影部分の大き
さが，各消費者が店舗を訪問する確率を表している．
以上のことから，この消費者が時刻 tまでに店舗に

到着すべく居住地を出発する確率は，

ρ(x, t|Q̂) =

∫
min(t,tLA(x))− x

λ

to− x
λ

g(τ )dτ (2)

で与えられる．
ここで次のような命題が成立する．

命題 1. ρ(x, t|Q̂)は tに関して非減少である．

3.2 需要分布
3.1 節の結果より，任意の消費者が時刻 t ∈ [to, tc]

までに店舗を訪問する確率は

ρ(t|Q̂) =

∫
1

0

ρ(x, t|Q̂)dx (3)

で与えられ

ρ(to|Q̂) = 0

である．

このとき次の命題が得られる．

命題 2. ρ(t)は tに関して増加である．
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なお，以下では ρmax(x|Q̂)および ρmax を次のよう
に定義する．

ρmax(x|Q̂):=

∫
tc− x

λ

to− x
λ

g(τ )dτ

ρmax:=

∫
1

0

ρmax(x, t|Q̂)dx

このとき
ρmax < 1

が成り立つことは言うまでもない．
ここで，確率変数 Xi(t) (i = 1, 2, . . . , n)を互いに

独立であり，その振舞が

Xi(t) =

{
1, with probability ρ(t|Q̂)

0, with probability 1− ρ(t|Q̂)

となるよう定義すると，Xi(t) = 1は [0, 1]上の任意の
消費者 i が時刻 t までに店舗を訪問し，Xi(t) = 0は
店舗には向かわないことを意味している．
このとき Hotelling市場の規模を nとすると，時刻

tまでの需要量 D(t)は

D(t) =
n∑

i=1

Xi(t)

で与えられる．ただし，一人の消費者は一つの財を購
入するものとする．ここで，nが十分に大きいと確率
変数 D(t)の分布は N(μ(t|Q̂), σ2(t|Q̂))で近似可能で
ある．なお，tの定義域は

to ≤ t ≤ tc

であり

μ(t|Q̂)=nρ(t), (4)

σ2(t|Q̂)=nρ(t)[1− ρ(t)] (5)

である．

ここで次の命題が得られる．

命題 3. (i) μ(t|Q̂)は tの増加関数である．
(ii) σ(t|Q̂) は，0 ≤ ρ(t|Q̂) ≤ 1/2 で t の増加関数で
あり，1/2 < ρ(t|Q̂) ≤ 1において減少関数である．

以上，小売店舗における開店時刻から営業時間中の
任意の時刻 t ∈ [to, tc]までの需要分布は，正規分布で
近似可能であることを明らかにした．また，その平均
および標準偏差は tの関数であり，平均は t に関して
単調増加であるが，標準偏差は tに関して増加から減
少に変化することも明らかとなった．

3.3 最遅到着時刻
3.2 の結果を踏まえると，地点 x に居住する消費者

の最遅到着時刻 tLA(x)は

qx(t|Q̂) = Φ

(
Q̂− μ(t|Q̂)

σ(t|Q̂)

)
≥ κx

u0

(6)

を満たす最大の tであり，Φ(·)は標準正規分布の分布
関数を表す．

ここで，次のような命題が成り立つ．

命題 4. Q̂ ≤ nが成立するとき (Q̂−μ(t|Q̂))/σ(t|Q̂)

は tに関して減少関数である．

なお命題 4は，任意の時刻 t ∈ [to, tc]における在庫
存在確率 Φ((Q̂ − μ(t|Q̂))/σ(t|Q̂)) も t に関して減少
関数であることを意味しており，qx(t|Q̂)が tの減少関
数であることを保証するものである．このことは，消
費者の到着時刻が遅くなればなるほど在庫存在確率が
小さくなることを主張しており，現実を反映している．
また次の命題が成り立つ．

命題 5. 不等式 (6)を満たす最大の t ∈ [to, tc]はただ
一つ存在する．

以上のことから，次の命題が言える．

命題 6. 小売店舗が仕入れ量を Qとするとき

(1) 消費者の行動パターンが需要量を決定する
(2) 需要分布に応じて各消費者が自身の行動パターン
を決定する

ならば，消費者の行動パターン，需要分布が一意に定
まる．

4. 小売り店舗の期待利益

消費者が 3 節に展開したような行動をとるなら
ば，仕入れ量を Q としたときの営業時間 [to, tc] に
おける需要分布は N(μ(tc|Q̂), σ2(tc|Q̂)) であること
は前述したとおりである．小売が思い描く需要分布を
N(μ̂(tc), σ̂

2(tc)) と書くこととすると，小売の期待利
益 π(Q|μ̂(tc), σ̂2(tc))は

π(Q|μ̂(tc), σ̂2(tc)) = −Qw

+E[pmin(Q,D)

+v(Q−D)+ − c(D −Q)+] (7)

で与えられる．ただし

( · )+ = max(0, ·)
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である．式 (7)の期待利益を最大にするのが新聞売り子
問題であり，その最適仕入れ量Q = Q∗(μ̂(tc), σ̂

2(tc))

は，方程式

Φ

(
Q− μ̂(tc)

σ̂(tc)

)
=

p+ c− w

p+ c− v
(8)

の解であることがよく知られている．ただし，p，w，
v，cはそれぞれ販売価格，仕入れ価格，残存価値，機
会損失を表す．
ここで注意すべきは，次の二つである．
(i) 式 (8)は，閉店間際での在庫存在確率に対して，右
辺に指定された値を要求している．これは，消費
者が時刻 t ∈ [to, tc]における在庫存在確率に対し
てある値以上を要求するのと基本的に同じ構造で
ある．

(ii) 営業時間 [to, tc]中の需要分布 N(μ̂(tc), σ̂
2(tc))が

わかると，小売りはそれに応じて仕入れ量Qを決
定するが，この仕入れ量に応じて消費者の行動も
変化し，さらに需要分布も変化することである．

さらに次のような命題が得られる．

命題 7. t ∈ [to, tc]に対し，Φ((Q− μ̂(t))/σ̂(t))はQ

に関して増加である．

5. 均衡解

初めに次の命題が得られる．

命題 8. (i) 小売りの最適仕入れ量は式 (8) の解
Q = Q∗(μ̂(tc), σ̂

2(tc))で与えられ，
κ

λ(u0 − p)
≤ p+ c− w

p+ c− v
(9)

が成立するならば，すべての消費者の最遅到着時刻は

tLA(x) = tc

であり，消費者のこうした行動により需要分布が
N(μ∗∗

1 , (σ∗∗
1 )2)が決定される．ここに

μ∗∗
1 =nρmax

σ∗∗
1 =

√
nρmax(1− ρmax)

であり，均衡解における最適仕入れ量 Q∗∗ は，式 (8)

において

μ̂(tc)=μ∗∗
1

σ̂(tc)=σ∗∗
1

とした方程式の解である．

(ii) 式 (9)の不等式が成り立たなければ，地点

0 ≤ x ≤ (p+ c−w)λ(u0 − p)

κ(p+ c− v)

の消費者の最遅到着時刻は

tLA(x) = tc

であるが，居住地点が

(p+ c− w)λ(u0 − p)

κ(p+ c− v)
< x ≤ 1

の消費者のそれは

tLA(x) < tc

である．
地点 xの消費者が時間区間 [to, t

L
A(x)]に到着するよ

う行動することで，需要分布はN(μ∗∗
2 , (σ∗∗

2 )2)となる．
ここに μ∗∗

2 ,σ∗∗
2 は次式で与えられる．

μ∗∗
2 =nρ(tc|Q∗∗)

σ∗∗
2 =

√
nρ(tc|Q∗∗)[1− ρ(tc|Q∗∗)]

なお，均衡解における小売店舗の最適仕入れ量Q∗∗は，
式 (8)において

μ̂(tc)=μ∗∗
2

σ̂(tc)=σ∗∗
2

とした方程式の解である．

命題 8(i)は，小売店舗のほうが最も遠方の消費者よ
りも，時刻 tc における在庫存在確率に対して大きな値
を要求している．このため，小売の仕入れ量が十分に
大きくなり，閉店間際であっても最も遠方の消費者に
とって十分な在庫存在確率が保証されることを意味し
ている．したがって，すべての消費者にとって，営業
時間中に到着できるかどうかのみが関心事となる．
図 3は，仕入れ量Qを変化させたときの任意の時刻

t ∈ [to, tc]における在庫存在確率を表している．仕入
れ量が Q = Q∗∗ であるとき，t = tc において小売店
舗が必要とする在庫存在確率

Φ

(
Q∗∗ − μ∗∗(tc)

σ∗∗(tc)

)
=

p+ c− w

p+ c− v

はいずれの消費者が要求するそれよりも大きく，各消
費者の最遅到着時刻は tLA(x) = tc を満足していること
がわかる．
これに対して命題 8(ii)は，最も遠方の消費者のほう

が小売店舗よりも，時刻 tcにおける在庫存在確率に対
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図 3 Optimal stocking quantity for retailer

図 4 Optimal stocking quantity for retailer

して大きな値を要求している場合に対応している．こ
の場合，小売の仕入れ量は充分には大きくならないた
め，最も遠方の消費者は閉店間際ではなく，もっと早
い時刻に訪問する必要があることを表している．
図 4 は，図 3 と同様，仕入れ量 Q を変化させたと

きの任意の時刻 t ∈ [to, tc]における在庫存在確率を表
している．しかし図 4においては，t = tc において最
も遠方の消費者が要求する在庫存在確率の方が，小売
店舗が必要とするそれよりも大きいため，一部の消費
者の最遅到着時刻が tLA(x) < tcを満たしていることが
見て取れる．

6. むすび

一般に，消費者は，小売店舗を訪問する際に到着時
刻での商品在庫が存在する確率を考えて，店舗を訪問
するかどうかの行動を決定する．一方，消費者の行動
が商品の需要量を決定し，小売は需要分布に応じて仕
入れ量を決定する．本稿では消費者と小売のこのよう
な関係を表現した新聞売り子問題に関するゲームを提

案し，その均衡解の存在を明らかにした．また，小売
と消費者の双方が，閉店間際の在庫存在確率に対して
それぞれの値を要求するという構造が存在することを
示した．さらに，小売と最も遠方の消費者が要求する
閉店間際の在庫存在確率の大小が均衡解の構造を決定
することをも明らかにすることができた．
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