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1．Introduction  

TheShapleyvalueisawell－knownsolutioncon－  
Ceptin cooperative game theory．Most ofre－  

SearChesontheSllapleyvaluetreatgameswith  

CrlSp COalitions．However，1n SOme Situations，  

SOmeagentSdonotfullyparticipateinacoali－  

tion，buttoacertainextent．Acoalitioninclud－  

1ngSOmeplayerswhoparticipatepartia11ycanbe  

treatedasaso－Calledfuzzycoalition．   

Butnariu［1】hasintroducedtheShapleyfunc－  

tionasafunctionthatgivesustheShapleyvalue  

OfaglVenfuzzygameforaglVenfuzzycoalition  

axiomatically．Hehasalsointroducedaclassof  

fuzzygamesandinvestigatedtheShapleyfunc－  

tiononit．However，boththeclassandtheShap－  

1eyfunctiondefinedbyhimareunnatural．   

Inourpreviousstudy［2】，Wehavedefinedthe  

Shapleyfunction，Whichisapplicabletoanyclass  

Offuzzygames．Wehaveintroducedmorcnatu－  

ralclassoffuzzygamesGc（N）thanButnariu’s  
andshownaShapleyfunctiononitinanexplicit  

form．The properties ofthe Shapleyfunction  

andrelatedconceptsonitllaVebeeninvestigated．  

However，ithasnotbeenproventheunlqueneSS  

OftheShapleyfunction．   

Inthisstudy，WeprOVethatthefunctionglVen  

byusistheuniqueShapleyfunctiononGc（N）．  

Furthermore，We eXtend another system ofax－  

iomsfortheShapleyvaluebyYbung【3］tofuzzy  
games．Fina11y，WeShowthatthefunctionisalso  

theunlquefunctionsatisfyingthenewsystemof  

aXlOmS．   

2．Notations and Definitions  

Inthispaper，WeCOnSidercooperativefuzzygames  

WiththesetofplayersN＝（1，…，n）・Afuzzy  

COalitionis afuzzysubset ofNidentified with  

afunctionfrom N to【0，1】・Thenforafuzzy  

COalitionSandaplayeri，S（i）indicatesthei－  

thplayer’sparticipationdegreetoS．Fbrafuzzy  

COalitionS，thelevelsetisdenotedby［S］h＝（i∈  

Ⅳlg（豆）≧可払ranyん∈［0，1】，肌（lt加s叩l－Ol・t  

isdenotedbySuppS＝（i∈N［S（i）＞O）．Ttl（，  

Set Ofallfuzzy coalitionsis denotcd by L（N）．  

Particularly，P（N）denotesthesetofcrisl）別1t）－  

SetSOfN・Fbrthesakeofsimplicity，1etL（U）＝  

（β∈エ（Ⅳ）lβ  

ifandonlyifS  

UforU∈L（N））whcreS⊆U  
≦U（哀）払rany盲∈Ⅳ．   
）
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Afuzzygameisafunctionl・，丘0川L（N）t・O  

R＋＝（r∈Rlr≧0）suchtllatγ（¢）＝0・G（Ⅳ）  

denotesthesetofallfuzzygamcs．”（S）isoftell  

regardedastheleastprofitwhcIlthc（：l・1SpCO；lli－  

tionSisformed・Itfo1lowsthatallyCrispgam（？  
Vis superadditive；and hencc monotone noll（1e－  

CreaSlngWithregardtosetinclusion．ThisI）aper  

fo1lowsthisinterpretation．   

Inthis paper，unionandintcrscctionoftwo  

fuzzysetsaredefinedasusual，i．e．，   

（βur）（乞）＝nlaX（∫（豆），r（五）†，∀戎∈Ⅳ‘，   

（β∩7「）（壱）＝Inin（g（乞），r（豆）†，∀豆∈凡  

3．A ShapleyFunctionand A New  

ClassofFuzzyGames  

WehavedefinedC－CarrierforU，Whicllisa11（？X－  

tensionofcarrierforV∈P（N），inord（1rl：0（l（tfillC  

theShapleyfunctioIl．  

DefinitionlLetv∈G（N）andU∈L（N）．S∈  

ム（U）由cαggedαC－Cαrγ盲erルrUげgβα豪榔eβニ   

γ（gnr）＝γ（r），∀r∈エ（U）．   

Moreover，WehavemadethcfollowlIlg（1chni－  

tionstodefinetheShapleyfunction．  

爪汀5∈エ（U）αれd五，j∈Ⅳ，Jeよぎ‡；  

min（坤），U（j）），げた＝五 

． 

ぶ（た），  ． 

Definition 2 

みed頭medby  

〈  

堵（た）＝   

Definition3EbrS∈L（N），let7WS］bcaJuzzy  

COαJ盲f盲0乃d所れedみy  

ぶ（刃，亘／た＝宜 

． 

． 

乃J【ぶ】（た）＝  
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w九ereハ可（り由班e∫ん呼物即αheq′班ec†一立坪  

タαmeγかV∈P（Ⅳ）・rんe和才ぬα∫九呼物  

ルれC知れ0陀Gc（Ⅳ）・  

4．A NewAxiomatizationofthe Shap－  
ley Function 

First，We prOVC thc unlquCneSS Ofthe Sllallley  
funct．ion．  

Theorem2r九e．匝mc血相Jd頭†旧川〝〃ノよ＝／lr！  

肌立脚e∫加pgeyルmc如momCc（Ⅳ）フ五・e・，兢cuγ九慮叩e  

舟乃C如m紬f豆励如A∬五omぷn～凡omC〔丁（Ⅳ）・   

Next，WeShallpreparcsomenotationsinol’－  

dertointroduceanothersystcmofaxiolnS・For  
S∈L（U），de丘neS－i∈L（U）by   

刷）＝〈慧（丑£ま£；s。．  
Forv∈G，ledusdefinc△iV（S）∈Gl）y△iV（S）＝  
γ（5）－γ（g一豆）・   

Now，letusintroducetllCr）rOpertyWhicllis  

called【strongmonotonicity・，   

Definition6LctGl（N）⊆G（N）．A jhncti  

JかmG′（Ⅳ）わ（町）上州盲ββαまdわわe血↑l〝  

moれ0われeOれG′（Ⅳ）げJβαf棚eβ£んeル抽”〃わ牲  

Axiom蔦：エe£γ∈G′（Ⅳ），U∈エ（Ⅳ）αγんdよ∈  

Ⅳ・〝（△豆γ（g））g∈坤／）≧（△i叙ノ（g））s∈川′），〃…1  
ム（可（U）≧ム（ぴ）（U）■   

ThenwccansllOWthatfisthcLlmiqucfu一1L（：－  

tiononGc（N）satisfyinganothcrsystcInOfax－  

iomsasfollows．  

Theorem3Thc．声LnCtionfd所ne（lby（1）isu＾（｝  

∽和利加血血牒血相輌げ1，書‡肌dflo†lC（二・（Ⅳ）・   
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Fbllows．  

Wehavede丘nedtheShapleyfunctionasfo1－  
lows．   

Definition4LetGl（N）beaclassqF舟zzy9ameS，  

盲．e．G′（Ⅳ）⊆G（Ⅳ）■A♪▲乃C如れJかm（プ′（Ⅳ）わ  
（R竿）エ㈹盲ββα盲dわぁeα肋〆ey伽cぉれOmG′（Ⅳ）  

げJβαf榔eβ兢e♪Jわび如わ祝rα∬わmβ・  

Axiom凡：〝u∈C′（Ⅳ）αmdU∈エ（Ⅳ），兢eγl  

〈 

∑i∈〃ム（可（U）＝U（U），  
ム（可（打）＝0，∀盲¢Supp〔J，  

ぴんereム（可（U）ね兢e五一班egememf扉J（可（り・  

Axiom蔦：〝γ∈G′（Ⅳ），U∈エ（Ⅳ）αmdr豆βα  

C－Cαrr豆erルrU，班e†l   

ム（可（叫＝ム（可（r），∀壱∈凡  
Axiom蔦；ムefγ∈G′（Ⅳ）αmdU∈エ（Ⅳ）・〝  

γ（ぶ）＝γ（堵）＝岬ij【堵】）ルr射Ⅶ5∈エ（U），  
f九e†l   

ム（可（U）＝ム（可（叫■  

Axiom凡：ムe£U∈エ（Ⅳ）．凡rγ1，γ2∈G′（Ⅳ），  
Je£机＋γ2∈G′（Ⅳ）むedびれedみy（γ1＋v2）（5）＝  

γ1（5）＋γ2（ぶ）かα乃y5∈上（Ⅳ）・meれ   

ム（机＋u2）（U）＝ム（γ1）（U）＋ム（γ2）（U），  
∀戌∈Ⅳ．   

We have defined aparticular class offuzzy  

games・Intheclass）WehaveobtaincdaSllapley  
functioninanexplicitform・  

Definition5EbrS∈L（N），letQ（S）＝（S（i）l  

g（壱）＞0，豆∈Ⅳ）αれdJe£ヴ（5）むe伽cα而慮れαJ軸  

扉Q（卵．Ⅳeret〃r如伽eJememね扉Q（β）慮れ兢e  

去れCreαβ明Orderαβん1＜…＜んq（g）・meれγ∈  

G（Ⅳ）壱ββα盲dわわeαルzzy 

． 

9（5）   

γ（5）＝∑γ（［恥）・（ん‘一転1），∀β∈エ（呵，  
J＝1  

ぴんere／も0＝0．Ⅳe demofe b訂Gc（Ⅳ）班eβe古材  

αJJ舟zz訂タαmeβひ豆班仇0叩e王宮m吻和才わrmβ・  

Theclassdefinedabovecanbemorenatural  

thaIIButnariu，s，Sinceanyv∈Gc（N）ismono－  

tonenondecreaslngandcontinuouswithregard  
toplayers，participationdegree【2】・W6haveob－  

tainedaShapleyfunctiononGc（N）・  

Theoreml搾／ムeけみeα舟れC如れ如mGc（Ⅳ）  

わ（R‡）エ岬dq伽edわy  

q（【J）   

抽）（U）＝∑榊）（［鞠）・（ん‘－ん＝），（1）  
J＝1  
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