
ファジィゲーム  

西崎一郎   坂和正敏  

広島大学大学院工学研究科複雑システム工学専攻  

〒739－8527東広島市鏡山1－4－1  

TEL：0824－24－7695 FAX：0824－22－7195  

E－mail‥nisizaki＠msl・SyS．hiroshima－u．aC．jp  

Sakawa＠msl．sys．hiroshima－u．aC．Jp  

概要：協力ゲームは提携の形成を前提として考察され，．提携のメンバーがその提携に  

属さないプレイヤーの助力なしに獲得できる利得は提携値と呼ばれている．この提携  

値とプレイヤーの集合によってゲームが定義される．本稿では，提携値を正確に見積  

もることが困難であるとの観点から，ファジィ数で表された提携値をもつファジィ協  

力ゲームを考察する．ファジィ協力ゲームの基礎を概観した後，最適化問題と関連す  
る応用例として割当てゲームと生産計画ゲームを示す．  

1． はじめに   

通常の最適化モデルにおいては，意思決定者は1人あるいは同じ関心をもつ意思決定者  

が複数存在する場合について考察されてきている．しかし，経営あるいは公共の意思決定  

問題においては，一般に意思決定者が複数でそれぞれの関心はお互いに異なるものとして  

考えられる．このとき個々の意思決定者にとって，自己の意思決定のみならず他の意思決  

定者の決定にも結果が影響を受けることになり，そこでは意思決定者が自己の目的を最適  

化するために，他の意思決定者と競争したり，あるいは協調しながら合理的な結果を導き  

出そうとする．このような複数の意思決定者の相互依存関係を数学モデルとして定式化  

し，それぞれの意思決定者にとって合理的な結果を分析する理論がゲーム理論と呼ばれて  

いる．特に，複数の意思決定者（プレイヤー）が提携を形成することを前提に問題を分析  

する場合，協力ゲームの理論と呼ばれ，本稿ではあいまい性が考慮された協力ゲームに焦  

点を当てる．協力ゲームでは，すべてのプレイヤーの集合の部分集合として表現される提  

携の概念が基礎となり，各提携がそのメンバーだけで獲得できる利得，すなわち提携値を  

見積もった上で，各プレイヤーへの合理的な利得の分配が考察されており，最適化問題と  

関連し，解の概念としてコア【3】を用いた応用例も示されている［10，6，1，5］．   

一方，現実の意思決定問題を数学モデルとして定式化する場合，各種のパラメータはあ  

る一定の数値に設定され，必要となればパラメータの一部の変動を考慮した感度解析が  

行われる．しかし，パラメ∵タ自身のあいまい性や不確実性が明確に認識されるような  

場合には，ファジィパラメータや確率変数を含む不確実性下の数学モデルが定式化され為  

［9，7，2，8】・本稿で取り扱う協力ゲームにおいて，パラメータのあいまい性を考慮すれば，  

提携のメンバーがその提携に属さないプレイヤーの助力なしに獲得できる利得である提  
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携値を正確に見積もることが困難であるとの観点から，提携値をファジィ数で表わす協力  
ゲームの表現が必要となる。本稿では，ファジィ提携値をもつ協力ゲームの基礎を概観し  
た後，最適化問題と関連する応用例として，ファジィ環境下での割当てゲームと生産計画  
ゲームを取り上げる［5，4】・  

2。ファジィ提携値をもつ協劫ゲ〕ム   

プレイヤー全体の集合をⅣとして，Ⅳの部分集合として表現される任意の提携β⊆Ⅳ  
に対して実数直線席上のファジィ数重（∫）を考える。ここでは，提携ぶ以外のメンバー  

がいかなる行動をとったとしても，5■のメンバーのみで獲得できる利得の総計を重（g）と  
し，その値は実数直線上のファジィ数であると考える。このようなファジィ数の集まりを  
ウ＝（重（β＝β⊆Ⅳ）と表すと，ファジィ協力ゲームはプレイヤーの集合Ⅳとファジィ  
数の集合¢のペア岬，¢）で表現される。   
屈において提携gのファジィ提携値重（ぶ）は正規かつ凸ファジィ集合で，そのメンバ  
シップ関数坤g）（γ）が連続で，メンバシップ値が0および1となる有限なγの値をもつ  
ファジィ数で表されるとする．このとき，α∈［0，1］に対してメンバシップ関数侮（5）（u）が  
α以上となる兄上の非ファジィ集合を重（ぶ）のαルベル集合といい，  

屯α（ぶ）＝（γ∈勘坤g）（γ）≧α）  （1）  

で表す．叫9）はファジィ数なので，α－レベル集合重。（ぶ）は区間［璃（ぶ），増（g）］で表現さ  
れる．   

すべてのプレイヤーがファジィ数を規定するメンバシップ関数の帰属度がすべてある値  

α（許容レベル）以上であればよいと判断したと仮定すると，提携値はα－レベル集合を  
表す区間鳩（g），増（β）】の任意の値をとると解釈できる。許容レベルαが与えられたと  
き，ファジィ協力ゲーム岬，¢）において，通常の協力ゲーム岬，γ）における基礎概念の  
定義や解概念としてのコアの定義が次のように拡張される。   

定義1（か優加法的ゲ∬ム）与えられたα∈［0，1］とgn7「＝¢となる任意の提携g，r  
に対して  

渡（guγ）≧渡（β）＋増（r）  

諺（βur）≧γ吾（β）＋克（ア）  

が成立するファジィ協力ゲームをα－優加法的であるという。   

定義2（αq配分）与えられたα∈【0，1】に対して  

u吾（呵≦∑勘≦増（明  
電∈Ⅳ  

∬盲≧u孟（（瑚，∀豆∈Ⅳ   

を満足する利得ベクトルⅡ＝（∬1，…，∬几）∈腐れをα一配分という・  
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定義3（α－支配関係）与えられたα∈［0，1］に卸して諾，yをα増己分とする．このとき  

∬豆＞yゎ∀豆∈g  

∑寓≦γ吉（ぶ）  

壷∈g  

が成立すれば，諾はぎを通じてyをα一支配するといい，諾α－dom5yと表す．  

定義4（α－コア）与えられたα∈〔0，1］に対してファジィ協力ゲーム（Ⅳ，ウ）における，す  

べてのα一支配されない配分をα－コアといい，α－C（Ⅳ，ウ）と表す．  

定理1与えられたα∈［0，1］に対して優加法的で，増（呵一璃（Ⅳ）≧増（∫）一璃（∫），  

∀5⊂Ⅳをみたすファジィ協力ゲーム（Ⅳ，ウ）におけるα－コアα－C（Ⅳ，ウ）は次の条件を  

満たす乃次元ベクトル諾∈月れの集合である．  

∑趨≧克（ぶ），∀β⊂Ⅳ  
i∈5  

嘘（Ⅳ）≦∑亮≦碓（Ⅳ）  
i∈Ⅳ   

次に，α－優加法的で，定理1の条件を満たすファジィ協力ゲームのα＿コアが空でない  

条件を考察する・任意のα∈【0，1］に対して，条件（8）を制約とした線形計画問題  

⊂Ⅳ 

† 

（10）  

の最小値zニに対して電≦増（Ⅳ）が成立すれば，ファジィ協力ゲーム（Ⅳ，ウ）のα－コア  

は存在する・また，問題（10）の双対問題は  

maximize q。＝∑ysvE（S）  
g⊂Ⅳ  

Subjectto ∑ys＝1，∀i∈N  
ぶ⊂Ⅳi  

y5≧0，∀g⊂Ⅳ  

（11）  

となるため，次の定理が得られる・ここで耽＝（β⊂Ⅳl豆∈5）である．  

定理2与えられたα∈【0，1］に対して，優加法的なファジィ協力ゲーム（Ⅳ，ウ）が非空の  
α－コアをもつ条件は問題（11）の制約条件を満たすyg，β⊂Ⅳが  

∑璃（鞠5≦増（Ⅳ）  
∫⊂Ⅳ  

（12）   

を満たすことである．  
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3。ファジィ提携値をもつ協力ゲ∽ムの応用   

最適化問題と協力ゲームの関連を考察した研究として，割当てゲーム［10】や生産計画  
ゲーム［6］があるが，割当て問題や生産計画問題に含まれる数多くのパラメータに対して，  
問題の定式化に携わった専門家の人間としての判断をより適切に表現するためには，従来  
のように何らかの経験的あるいは主観的な方法である値に設定するよりはむしろ，含まれ  
るパラメータそのものを「だいたいmぐらいの数」であるというようなファジィ数とし  

てとらえた方が，現実の意思決定状況をより適切に表すことが可能になるものと期待でき  
る．このような観点から，割当て問題や生産計画問題の目的関数と制約式に含まれるパラ  
メータのあいまい性がファジィ数として特性づけられると仮定すると［9，7】，ファジィパ  
ラメータを含む割当て問題や生産計画問題は次のように定式化される。   
まず定式化される問題に含まれるパラメータの比較的少ない割当て問題について考え  

る。m人からなる売り手の集団財＝（1，…，m）と同じくm人からなる買い手の集団  
財′＝（m＋1，…，2m）がある。売り手と買い手の集団全体をⅣ＝ル㌢∪ブげ′とする。売  
買の対象を家とすると，売り手乞∈財はαi円と評価できる家を1件所有している・買い  
手m＋J∈〟′は家を1件だけ購入したいと考え，売り手豆の家には毎の価値を評価し  
ている．そこで，売り手と買い手の全員を集めて最も互いに都合の良いペアを見つけ，そ  
のことで得られる利益全体を売り手と買い手の全員で分配して受け取る状況が協力ゲー  

ムの考えで記述できる。   

このとき，売り手豆や買い手m＋jの家に関する評価があいまいであるならば，売り  
手豆が所有する家の評価はだいたいαi円で，買い手m＋ブの売り手豆の所有する家の評  
価はだいたい毎円であるというように評価されるであろう・これらの評価値をファジィ  

数鉱毎で表現すると，売り手立と買い手m＋Jの共同の利益もファジィ数  

重（（行m＋力）＝毎＝毎一品壷  （13）  

と考えることができる．ここで，毎のメンバシップ関数の定義域が負になる部分の帰属  

度は0とする。このとき，提携ぶのファジィパラメータを含む割当て問題は次のように  
表現される．  

maxlmlZe ∑ 監 ∂ijpij  
綻ぶ∩ルrm＋j∈5∩ルダ／  

subjectto 監pij≦1，m＋j∈SnMl  
よ∈gn几ダ  

∑ pij≦1，豆∈β∩〟  
m＋ブ∈gn財′  

勒∈（0，1），乞∈5∩朋■，m＋j∈β∩ノば′  

（14）  

また，全体提携Ⅳについても同様にファジィパラメータを含む割当て問題は次のように  
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表現される．  
mm  

maximize ∑  
た1J＝1  
m  

Subjectto∑pij＝1，j＝1，…，m  
壷＝1  

m  

∑勒＝い＝1，…， 
J＝1  

p壷j∈（0，1），豆，J＝1，・・・，m  

（15）   

問題（14）に対してファジィ数で表現される目的関数の最大値が評価されると，提携ぶ自  

身で獲得できる共同の利益の最大値を提携値重（ぶ）とすることによってファ 

ム（Ⅳ，ウ）を生成できる．   
ここでは，共同の利益の最大値を求めるためにα－レベル集合を用いる．表記を簡単に  

するために，全体提携Ⅳに関する問題を考える・すなわち，与えられたα∈［0，1］に対  

して，ファジィ数芭＝（毎），豆，J＝1，…，mのすべてのメンバシップ関数の値がα以上で  

あるようなα－レベル集合  

己α＝（cl侮J（句）≧α，豆，j＝1，…，m）  （16）  

を導入する・すべての意思決定者が割当て問題（15）‘の目的関数に含まれるファジィ数を  

規定するメンバシップ関数の帰属度が，すべてある値α以上であればよいと判断したと  

仮定しよう．このとき，割当て問題は係数c∈己。に依存する通常の割当て問題として，  

次のように定式化できる．  

mm  

maximize ∑  
豆＝1J＝1  

m  

subjectto∑pij＝1，j＝1，…，m  
五＝1  

m  

∑勒＝1，五＝1，…，m  
J＝1  

piJ∈（0，1），豆，ブ＝1，…，m  

（17）  

このような割当て問題は，係数c∈己αに依存して無限個存在することになるが，係数c  

の値はα－レベル集合己αに属する任意の値である．すなわち，ファジィ数のベクトルのす  

べてのメンバシップ関数の帰属度がα以上であるという意味においては任意である．   

このとき，ファジィパラメータを含む問題に対して，係数c∈と。を任意に選ぶことが  

可能であれば，目的関数に対して楽観的な最大値の評価と悲観的な最大値の評価が考えら  
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れ，与えられたα∈［0，1］に対して，次の2種類の計画問題を定式化できる・  

m m  

max如ize望洋∑∑c電j勒 C p  
た1j＝1  

m  

subjectto∑pij＝1，j＝1，…，m  
豆＝1  

m  

∑勒＝1，豆＝1，…，m  
j＝1  

piJ∈（0，1），豆，j＝1，…，m  

c E 43, 

（18）  

mm  

∑∑c盲jpij  
盲＝1j＝1  

mlnlmlZe maX  
C  p  

m  

subjectto ∑pij＝1，j＝1，…，m  
i＝1  
m  

∑勒＝1，乞＝1，…，m  
j＝1  

勒∈（0，1），五，j＝1，…，m  

C∈cα   

（19）  

ここで，p＝（勒卜再＝1，…，mである・問題（18），（19）においては，係数cは，もは  
や単に係数としてではなく，変数として取り扱われていることに注意しよう．  

【0，1］の区間でいくつかのαを取り上げて問題（19）と問題（18）を解くことによって図  
1に示されるようなファジィ提携値重（Ⅳ）を構成することを考える・  

1
 
0
 
0
 
0
 
0
 
 

図1：提携Ⅳのファジィ提携値  

問題（18）に対しては，幸運にもファジィ数己に対するα－レベル集合の性質より，己の  

実行可能領域は，それぞれ対応するα－レベル集合の左右の端点を用いて，閉区間［c上，C兄】  
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のように表されるので，問題（18）の最適解は次の問題を解くことにより得られる．  

mm  

maximize∑∑cZpij  
た1j＝1  
m  

Subjectto ∑pij＝1，j＝1，…，m  
壱＝1  

m  

∑勒＝1，豆＝1，…，m  
j＝1  

勒∈（0，1），豆，ブ＝1，…，m  

（20）  

この間題の制約式の係数は0と1のみで，右辺定数も整数であるため，問題（20）の最適  

解はその実数緩和問題の最適解である．   

一方，問題（19）については，その実数緩和問題を考えても  

mm  

min軒ize∑∑cijPij  
た1j＝1  

Subjectto c∈己α  
m 】7l  

p   maxかize ∑∑丸勒  
た1j＝1   

m  （21）  

Subjectto ∑pij＝1，j＝1，…，m  
豆＝1  

m  

∑勒＝1，壱＝1，…，m  
j＝1  

勒≧0，豆，プ＝1，…，m   

となる．制約式の中にあるcをパラメータとした問題は線形計画問題となり，その最適  

性の条件はKuhn－Tuckerの条件で与えられるので，問題（21）は線形制約式と相補条件式  

で構成された制約条件のもとで，2次形式となる目的関数を最小化する通常の1レベルの  

計画問題に還元できる．   

しかし，問題（21）と等価な非線形計画問題をさまざまなαに対して解くことは，計算  

の観点から困難であるため，問題（19）とは完全に等価ではないが，問題（15）の最適値を  

悲観的に見積もる問題として，線形計画問題  

mm  

maximize∑∑塙pij  
た1J＝1  
m  

Subjectto ∑pij＝1，j＝1，・・・，m  
i＝1  
m  

∑勒＝1，宜＝1，…，m  
J＝1・  

pij∈（0，1），豆，J＝1，・‥，m  

（22）  

を採用する・この間題の最適値は問題（20）に比べて明らかに小さい最適値を与える．   

問題（20）と問題（22）の最適解をそれぞれ〆ⅣR，〆〃エとする．このとき，  

mm  

γ£（Ⅳ）≡∑∑c誠Ⅳム  
i＝1J＝1  

（23）   
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mm  

増岬）≡∑∑cま施Ⅳ見  
た1メ＝1  

（24）  

とおき，αの値を【0，1】の間でさまざまに変化させていくことによって，図1のような  

ファジィ数で表される提携値引Ⅳ）を醸成することができる．同様に石（ぶ）を構成するこ  
とができるので問題（14）や問題（叫からファジィ協力ゲーム（Ⅳ，¢）が生成されること  
が示された．   

次に，ファジィパラメータを含む生産計画問題について考察する［5］・意思決定者の集  

合をⅣ＝（1，‥．，乃）とし，各意思決定者はそれぞれが所有する資源を共同で使用する  

とにより，p種類の製品を製造すると考える。意思決定者豆∈Ⅳの初期所有資源を  

＝（石i，…漑）とする．ここで，高志は意思決定者五が所有するた番目の資源の量で，  

こ
．
訂
砂
 
 

ファジィ数で表されるものとする。   

任意の提携β⊆Ⅳの所有する資源たの総量は  

ぁた（g）＝∑あ左  

i∈g  

（25）  

である・製品ブを1単位製造するには資源た∈（1，…，m）をそれぞれ毎単位必要とす  

る・また，製品Jを1単位販売するとちの収入があるとする・パラメータa頓ちもファ  

ジィ数とする．   

需要には制限がないものとして，この生産計画問題を資源制約のもとでp種類の製品  

の販売による収入の最大化を目的としたファジィパラメータを含む最適化問題として定式  

化する．この生産計画モデルが線形であるとすると，一般に提携gの下でのファジィパ  

ラメータを含む生産計画問題は次のように表現される。  

maximize cl祝1＋・‥＋ち祝p  

subjecttoゐ11ul＋…＋ゐIpup≦古1（S）  

ゐml叫＋…＋ゐm拘≦右m（ぶ）  

叫，…，祝p≧0   

この問題に対してファジィ数で表現される目的関数の最大値が評価されると，提携ぶ  

自身で獲得できる収入の最大値を提携値重（ぶ）とすることによってファジィ協力ゲーム  

（Ⅳ，ウ）を生成できる．   
収入の最大値を求めるために，割当て問題と同様にα－レベル集合を用いる。すなわち，  

与えられたα∈【0，1】に対して，ファジィ数壷＝（ち），あ＝（右た），血＝（毎），た＝1，…，m，  
j＝1，…，pのすべてのメンバシップ関数の値がα以上であるようなα一レベル集合  

（ゐ，あ，A）α＝（（疋，あ，鬼）I  

拘（り）≧α，j＝1，…，p，  

〃占ん（毎）≧α，た＝1，…，m，  

〃毎（αたJ）≧α，た＝1，…，m，ブ＝1，・・・，p）  
（27）   
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を導入する．割当て問題の時と同様に，与えられたαに対して問題（26）を楽観的及び悲  

観的に評価する問題は，αルベル集合の左右の端点を用いて，閉区間［c上，CR］，［むム，呵，  
【Aエ，AR］のように表されるので，それぞれ次のように定式化できる・  

maximize cFul＋・・・＋ぜup  

Subjectto a缶ul＋・・・＋af；up≦bF（S）  

αた1叫＋‥・＋鳴燕≦嘘（ぶ）  

叫，…，祝p≧O  

maximize cful＋…＋4up  
Subjectto a毘ul＋…＋aBup≦bf（S）  

α莞1叫＋…＋鴫鞭≦妃（ぶ）  

叫，…，祝p≧0  

（28）  

（29）  

ただし，問題（29）は割当て問題の場合と同様に，パラメータc，b，Aと決定変数現に関  

するミニマックス問題とは等価にならないが，線形計画問題で表現されるため，比較的容  

易に計算できる悲観的な最大値を与える問題であると考えられる．   

，祝；gエ），祝＊ぶ兄＝（祝；∫R，…，  問題（29）と問題（28）の最適解をそれぞれ祝＊5エ＝（祝；鎚，  
弔gR）とする・このとき，  

m  

u£（ぶ）≡∑か；5エ  

ゴ＝1  

m  

増（g）≡∑ぜ祝；5月  

メ＝1   

（30）  

（31）  

とおき，αの値を［0，1］の間ででさまざまに変化させていくことによって，ファジィ数で  

表される提携値石（g）を構成することができる．上述のように，問題（26）からファジィ  

協力ゲーム（Ⅳ，ウ）が生成されることが示された．問題（26）から生成されたファジィ協  
力ゲーム（Ⅳ，ウ）をファジィ生産計画ゲームと呼ぶことにする．   

次に，ファジィ生産計画ゲームについて，α－コアの存在やα一コアに含まれるの点の計  

算方法を考える．  

補助定理1ファジィ生産計画ゲーム（Ⅳ，ウ）はα一優加法的であり，増（Ⅳ）－浸（Ⅳ）≧  
増（ぶ）－璃（凱∀ぶ⊆Ⅳをみたす・  

定理3ファジィ生産計画ゲーム（Ⅳ，ウ）は非空のα一コアをもつ・   

実際にコアに属する利得ベクトルを見つけるために，感度解析や双対性の考えを利用し  

て利得ベクトルを計算する．問題（26）の双対問題を考えるために，ある£∈（1，∴・，m）  
に対応する右辺定数わ烏（∫）に1を加えた次の問題を考える・  

maximize clul＋…＋％up  、  

Subjectto aklul＋‥・＋転勅≦bk（S）’＋1  

如1＋…＋毎勒≦緑），た≠左，た＝1十，m  

叫，；‥，祝p≧0  

（32）   
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この問題から問題（26）と同様に，与えられたα∈［0，1】に対応する次の2つの問題を誘  

導できる。  

1 

た≠左，た＝1，…，m 締，…，m 

甘 

（33）  

maximize cful＋  

祝p≦轄（β）＋  Subjectto aaul＋…＋a  

娼叫＋…＋α  

叫，…，勒≧0   

祝p≦姥（凱   

maximize cFul＋…＋c君up  

Subjectto a君1ul＋…＋af；up≦bE（S）＋1  

α君1叫＋…＋鳴祝p≦掛取た≠鳥，た＝1，‥・，m  
叫，…，祝p≧0  

（3こl）  

問題（33）と問題（34）の最適値をそれぞれz吾た，Z雷たとし，もとの問題（29），（28）の最適  
値をそれぞれz吉，Z雷とする・さらに，  

一
一
 
 

▲
 

α
 

Z
 
Z
 
 
 

≡
 
≡
 
 

（
た
 
 
▲
●
h
ル
 
 

．
丹
 
 

とおく．   

定理4与えられたα∈［0，1】と乞＝1，…，れに対して，次の区間に属する利得ベクトル  

はα－コアに属する．  
m  

【祝禁，祝㌘】≡∑［酢研［y£た，y雷た］  
た＝1  

ここで，【α，わ眈d］≡【αC，叫とする。  

（37）   

定理4で与えられた各意思決定者に対する利得の区間は次のように解釈される．生産  
計画問題に含まれる数多くのパラメータを，問題の定式化に携わった専門家の人間とし  
ての判断のあいまい性を表現するためにファジィ数として表し，さらに意思決定者が生産  
計画問題の目的関数と制約式に含まれるファジィ数を規定するメンバシップ関数の帰属度  

が，すべてある値α以上であればよいと判断したとき，各意思決定者への収入の公正な  
配分の予測を各資源の限界的な価値の最小値と最大値で表される区間と，各意思決定者の  
資源の初期保有量の最小値と最大値で表される区間の積で評価している。さらに，各意思  
決定者に対してこの範囲の利得の組み合わせが提示されれば，その利得ベクトルを支配  

する異なる利得ベクトルを提示できない，すなわちどのような提携を形成しても，定理4  
で与えられた利得ベクトルよりもよい利得をその提携のメンバーに保証する利得ベクト  

ルを提示できないことを示している。   

乳 おわりに   

本稿では，提携に属さないプレイヤーの助力なしに獲得できる利得を正確に見積もるこ  
とが困難であるとの観点から，ファジィ数で表された提携値をもつファジィ協力ゲームと  
関連する概念を定義し，適用例としてファジィパラメータをもつ割当て問題と生産計画問  
題からファジィ協力ゲームを生成し，その解について考察した。  

一朗－   
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