
離散凸解析の応用一離散凹効用関数を用いた経済モデル  

田村明久  

（京都大学数理解析研究所）  

要旨   

マッチング市場の理論において，Gale－Shapleyによる安定結婚モデルとShapley－  

Shubikによる割当ゲームという2つの標準的なモデルがある．Eriksson－Karlander  

により，これら2つのモデルのハイブリッド版と言えるモデルが提案された．本報告  

では，室田により提案された離散凸解析という枠組を用いてこれらのモデルを一般化  

した藤重一田村のモデルを紹介する．  

1 概要  

雇用者対労働者，男性対女性のように経済主体（以降では単に主体と呼ぶ）の集合が交  

わりを持たない2つのサイドに分かれた状況で，異なるサイドに属する主体同士の割当を  

考える市場を，ここではマッチング市場（two－Sidedmatchingmarket）と呼ぶ．マッチン  

グ市場の理論において，Gale－Shapley［9］による安定結婚モデルとShapley－Shubik［22］  

による割当ゲームという2つの標準的なモデルがある．安定結婚モデルと割当ゲームの違  

いは，前者は貨幣あるいは効用の譲渡可能性を含まず，後者は手付け（sidepayment）を許  

すことである（詳しくは［20】参照）・   

Gale－Shapley［9］による安定結婚モデルでは，n人の男性とn人の女性が存在し，各個  

人の異性に対する選好の順序（全順序）が与えられている状況を考える．ここでは，2γも人  

の男性と女性を几対の男女の対に分割したものをマッチングと呼ぶ．与えられたマッチ  

ングに対して，マッチングにおけるパートナーよりも互いに好きな（与えられた選好の順  

序で上位の）男女の対が存在するとき，（この男女が駆け落ちするという意味で）このマッ  

チングは不安定（unStable）であるという・このような男女の対が存在しないとき，マッチ  

ングは安定（stable）であるという．Gale－Shapleyは，安定マッチングが常に存在するこ  

とを構成的に証明した．彼らの論文以降，多くのバリエーションの提案や拡張がなされた．  

最近，注目すべき拡張がFleiner［51（［61も参照）により成されている・Fleinerは，安定結婚  

モデルをマトロイドの枠組に拡張し，このマトロイド上のモデルにおいても安定解が常に  

存在することを示した．Fleiner［6】は，更にKnaster－Tarskiの不動点定理を用いた枠組を  

提案し，安定解の存在や安定解の束構造を示した．Fleiner［5】のモデルでは各主体の選好  

はマトロイド上の線形効用関数で表現できるが，江口ー藤重［31は室田［13，14，15，161に  

より提案された離散凸解析の枠組を用いてFleinerのマトロイドモデルを拡張した．彼ら  

のモデルにおいては，各主体の選好はMh凹関数とよばれる離散凹関数により表現される  

（Mb凹性については2節参照）．  
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一方，割当ゲームにおいては，男性立と女性ブがパートナーシップを結んだ場合にはqブ  

という利益を生み，これを酌＋り＝C豆ブとヴわγブ≧0を満たすようにそれぞれ酌と小こ  

分配する・収益ベクトル曾とγと男女の対を表すマッチング∬から成る組（飢γ；ズ）に対  

して，全ての男女甲対（豆，J）で軌＋γJ≧句が成立するとき，（ヴ，γ；X）を安定であるとい  

う．この安定性は，どの男女の対もマッチングズを壊しても利益が上がらないことを意  

味している・Shapley－Shubik［22］は，線形計画問題の双対性を利用し割当ゲ一声に常に  

安定な解（ヴ，r；ズ）が存在することを示した．この割当ゲームに対しても多くの拡張が提  

案されている・Sotomayor［23】は，同じ男女の対の繰り返しは許さないが各主体が複数の  

異性とパートナーシップを結ぶことができるように拡張したモデルでも安定な解が常に  

存在することを示した・Sotom町Or［25］では，割当ゲームの多対多版となるモデル（雇用  

者と労働者のモデル）についてコアの存在を示した・Kelso－Crawford［12】では，各雇用者  

は粗代替性（grosssubstitutability）を有する効用関数を持ち，各労働者は給料に関して狭  

義単調な（線形とは限らない）効用関数を持つ多対一のモデルを提案した．また，Danilov－  

Koshevoy－Murota［2】は離散凸解析を応用した最初のモデルを提案している．   

更には，安定結婚モデルと割当ゲームを統一するという試みもなされている．金子【111  

は，特性関数を用いることでこれら2つのモデルを包含するモデルを与え，コアの存在を  

証明した・Roth－Sotomayor［21】もこれら2つの標準モデルを包含するモデルを提案し，  

収益ベクトルの束構造などを議論しているが，安定解の存在については言及していない．  

Eriksson－Karlander［4】は，安定結婚モデルと割当ゲームのハイブリッド版といえるモデ  

ルを提案し，安定マッチングの存在を示した・このモデルの特徴は，主体を柔軟な（鮎Ⅹi－  

ble）主体と厳格な（rigid）主体という2種類に分類するところにある．厳格な主体は手付  

けを受け取らず，すなわち安定結塘モデルにおける主体のように振舞い，柔軟な主体は手  

付けを許し割当ゲームの主体のように振舞う．すなわち，このモデルにおいては柔軟な主  

体の間でのみ手付けが許されている．Sotomayor［24】は，Eriksson－Karlanderのモデル  

を少々拡張し，安定マッチングの非構成的存在証明を与えた．   

本報告では，藤重」ヨ村【7】により提案されたモデルを紹介する．これは，江口ー藤重  

とEriksson－Karlanderのアイデアを用いたもので，上で述べた多くのモデルを特殊ケー  

スとして包含する一般的なマッチング市場モデルであり，次のような特徴を持つ．   

。各主体の他サイドの主体に対する選好はMb凹効用関数で表現されている．  

㊥各主体は他サイドの複数の主体とパートナーシップを結ぶことができる．例えば，  

雇用者は複数の労働者を雇い，労働者は複数の仕事に従事可能とみなせる．  

。異なるサイドの主体の対に対して複数のパートナーシップを結ぶことができる．例  

えば，繰返し数は雇用時間とみなせる．  

・異なるサイドの主体の対全体が，柔軟な対と厳格な対に任意に分割されている．こ  

れは，主体の分割から導かれる分割より自由度が高い．  
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藤重一田村【7】の主結果は，この一般的なモデルにおいても常に安定な解が存在すること  

である．   

以下，2節では，準備としてMb凹関数の紹介と安定結婚モデルと割当ゲームの安定性の  

効用関数による特徴付けを行なう．3節では，離散凸解析に基づいた藤重一田村のモデルを  

紹介し，4節ではこのモデルと既存の幾つかのモデルとの関係について議論する．  

2 準備  

この節では，Mb凹関数の定義，性質を紹介と安定結婚モデルと割当ゲームの安定性の効  

用関数による特徴付けを行なう．  

2．1Mb凹関数  

まずMb凹関数を紹介しよう．βを非空な有限集合とし，ZとRをそれぞれ整数と実数 ＼  

全体の集合とする・βを添字集合として持つ整数ベクトル∬＝（∬（e）‥e∈β）∈Zβに対  

して，その正の台（positivesupport）と負の台（negativesupport）を  

SupP＋（x）＝（e∈EF x（e）＞0），Supp‾（x）＝（e∈EIx（e）＜0）   

と定義する・任意の∬，y∈Zβに対して，ベクトル∬∧yと∬Vyを次のように定義する‥  

X∧y（e）＝min（x（e），y（e）），XVy（e）＝maX（x（e），y（e））（e∈E）．   

それぞれの部分集合β⊆引こ対して，その特性ベクトルxgを  

xざ（e）＝〈三…；≡ぎ、ぶ）  
と定め，特にβの各要素eの特性ベクトルをx。と略記する．与えられたベクトルp∈  

Rβと関数J：Zβ→Ruト∞）に対して，2つの関数〈p，∬〉と畑】（∬）を  

〈p，∬〉＝∑p（e）∬（e）， 紬】（∬）＝仲）＋〈p，∬〉 （∬∈Zβ）  
e∈β  

と定義する・また，関数fのU⊆ZE上の最大解集合argmaxとfの実効定義域（effec－  

tivedoⅡiain）domfを次のように定める‥  

argmax（J（y）ly∈U）＝（∬∈町∀y∈U：J（∬）≧J（y）），  

domJ＝（∬∈Zβl拍）＞－∞）．  

関数J‥Zβ→Ruト∞）がdomJ≠¢と次の条件  
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（Mb）∀3：，y∈domf，∀el∈supp十（x－y），∃e2∈supp‾（x－y）∪（0）‥  

J（∬）＋J（y）≦′（∬－X。1＋x。。）＋J（訂＋x。1－Xe2）   

を満たすときMb凹（Mh－COnCaVe）【17］であるという．ただし，Xoはゼロベクトルとする・  

以下で，Mq凹関数の簡単な例を紹介する．   

例1：ガの非空な部分集合族アが，すべてのズ，y∈アに対して∬ny＝¢または∬⊆  

YまたはY⊆Xを満たすとき，層族（laminarfami1y）であるという。与えられた層族T  

とその各要素ズに対応した1変数凹関数ん：R→Ruト∞）の族に対して，次のよう  

に定義される関数  

榊＝嘉た（嘉∬（e））（∬∈Zβ）  

はMb凹である（【16】参照）・   

Mb凹関数は数理経済学の観点から効用関数として満たすべき良い性質を有する．例え  

ば，数理経済学では効用関数が凹関数であると仮定することが一般的であるが，任意のMり  

凹関数J‥が→RU（－∞）に対して，f（ヱ）＝J（諾）（∀∬∈写β）という条件を満たす凹  

関数ヂ‥Rβ→乳∪卜∞）が存在する［13】．すなわち，が上で定義されるM咽関数は  

RE上の凹拡張を持つ■ また，効用関数は限界効用逓減性（decreasingmarginalreturns）  

を有することを通常仮定する．離散の場合にはこの性質は劣モジュラ性と等価であるが，  

Mり凹関数Jは劣モジュラ性，すなわち，  

J（∬）＋J（y）≧J（∬Vy）＋′（∬∧y）（∬，y∈domJ）   

を満たす［18】．   

次に粗代替性（grosssubstitutability）と単改良性（singleimprovementproperty）の自  

然な拡張とMb凹性の関係について議論をする．これらは，それぞれKelso－Crawford［12】  

とGuトStacchetti［10］によって集合関数に対して定義されたものである．   

（GS）p≦q，X∈argmaxfトp］，argmaXfトq］≠¢を満たす任意のp，q∈REと  

X∈domfに対して，次の条件を満たすy∈argmaxf卜q］が存在する：  

e∈β，p（e）＝ヴ（e）＝⇒y（e）≧∬（e）．   

（SI）Jトp】（諾）＜Jトp】（y）である任意のp∈Rβと∬，y∈domJに対して，  

Jト抽）＜ 
。1∈su。y，∪｛。｝e2∈su。y，∪｛。｝ 

肝油－Xel＋xe2）・  
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ここで，βとpはそれぞれ不可分財の集合と不可分財の単位当りの価格を表し，J（∬）は不  

可分財の消費個数を表すベクトル∬に対する効用を表現しているとする．このとき，上記  

の性質は次のように解釈することができる．（GS）は，価格が上昇したとき，価格が不変な  

財の消費個数は減らないことを消費者は望むことを意味する．（SI）は，消費牒からより好  

ましい消費yに高々2個の財を入れ換えるだけで変更できることを保証する．集合関数  

に対する粗代替性と単改良性の等価性は，最初にGuトStacchetti［10】により示され，集合  

関数に対する単改良性とMb凹性の等価性は最初に藤重一楊［8】により示された．室田一田  

村［19】は，Mb凹性が（GS）と（SI）を導き，逆にMb凹性がある種の自然な仮定のもとで，  

（SI）や（GS）を拡張した性質で特徴付けられることを示した．また，Danilov－Koshevoy－  

Lang［1】も（GS）を拡張した別の性質によるM臼凹性の特徴付けを与えた．   

2．2 安定結始モデルと割当ゲームの効用関数による表現  

この節では，安定結婚モデルと割当ゲームモデルの安定性を効用関数の言葉で表現す  

る．これは，次節で扱うモデルを理解するために有益である．   

以降では，〟とⅣを交わりを持たない主体の集合とし，βを〟とⅣの主体の対全体  

からなる集合とする，すなわち，β＝〟×Ⅳ．〟とlγはそれぞれ男性集合と女性集合  

とみなすことにする・それぞれの対（豆，j）∈引こ対して，実数の対（α豆ブ，わ豆ブ）が与えられて  

いる・割当ゲームにおいては，αまブと毎は主体乞とブが組んだときに乞とブが生み出す利  

益とみなすことができる・一方，安定結婚モデルにおいては，α乞メと毎により選好順序を  

次のように表現する・α電力＞α豆ゴ2が成立するとき男性豆は女性J2よりも女性ムを好むと  

みなし，αijl＝α豆ブ2であるときは乞にとってムとブ2を無差別である（同程度に好き）とみ  

なす・わ豆ブにより女性の選好順序も同様に定める・また，豆がブを許容できるときα豆メ≧0と  

し，それ以外のときα豆j＝－∞とする・同様にJが乞を許容できるとき毎≧0とし，それ  

以外のとき毎＝－∞とする・ここで，（0，1）βはβ上の0－1ベクトル全体を表すとする．  

男性の効用を集約した効用関数ふォと女性の効用を集約した効用関数ん′を次のように定  

義する：すべての∬∈Zβに対して，  
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Ⅳ
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（2．2）   

安定結婚モデルには種々のバリエーションがあるが，ここでは包括的なモデルの一つを  

紹介する．このモデルでは，選好において非許容な主体や無差別を許す．ここではマッチ  

ング（βの部分集合で各主体が高々1度含まれるもの）の安定性について考える．マッチ  

ングズに対して，乞∈〟（ブ∈Ⅳ）を含む対がズに存在しないとき乞（ブ）はズで非飽和  
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（unmatChed）であるという．Xに含まれない対（i，j）について，iとjがXのパートナー  

よりもあるいは非飽和であることよりも互いに好きである場合に（豆，ブ）をガに対するブ  

ロッキング対（blockingpair）という．マッチング内の対が互いに許容な主体同士から成  

り，かつブロッキング対が存在しないとき，このマッチングは安定1であるという．この  

マッチングの安定性は以下のように定義することもできる．ここで，各男性豆∈〟に値飢  

を各女性ブ∈Ⅳに値rメを割り振ったとき，マッチング∬が安定であるとは以下の3条  

件が成り立つことである：   

（ml）すべての対（乞，j）∈∬に対して，ヴ豆＝α豆ブ＞－∞かつγブ＝転＞－∞，   

（m2）豆（ブ）が芽で非飽和ならば，q豆＝0（り＝0），  

（m3）任意の対（乞，ブ）∈別こ対して，酌≧晦またはり≧毎・  

更に，安定性は（2．1）と（2．2）で定義した効用関数を用いて特徴付けられる．万上の0－1  

ベクトル∬が安定2であるための必要十分条件は以下の条件を満たす0－1ベクトルz財と  

zⅣが存在することである：  
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且＝Z〟VzⅣ，  

xmaximizesfMin（y∈ZE［y≦zM），  

xmaximizesfwin（y∈ZEIy≦zw）．  

ここで1はすべての要素が1であるβ上のベクトルを表す．この特徴付けは次のように  

解釈できる．まず，（2．4）と（2．5）を満たすべクトル∬はマッチングに対応しなければな  

らない・なぜならば，ゼロベクトルがJ〟とルについて0（有限値）を達成するからであ  

る・マッチング∬に対して，条件（2．4）（あるいは（2．5））は，それぞれの男性（女性）が許  

された異性集合z〟（句〝）の中で最良の異性と組んでいることを主張している．すなわち，  

（2．3）は∬でのパートナーあるいは一人でいることよりも互いが好き合う男女の対が存在  

しないことを意味している．逆に，安定マッチング∬から条件を満たすz〃を次のように  

構成できる．男性乞が∬での彼のパートナーあるいは一人でいることよりも好きな女性  

jに対してz〟（豆，ブ）＝0と定め（このとき∬の安定性よりブは∬でのパートナーあるいは  

一人でいることより豆を好むことはない），それ以外はz〟（豆，J）＝1とする．同様に訝〝を  

定めるとこれらは（2・3）～（2・5）を満たす・すなわち，制約y≦z〟（y≦zⅣ）は，それぞれ  

の男性（女性）はより好ましい男性（女性）とパートナーシップを確立している女性（男性）  

とは組めないことを意味している．   

次に割当ゲームを考えよう．割当ゲームは手付けを含み，これが安定結婚モデルとの大  

きな違いである．割当ゲームにおける安定性は以下のように定義される．各主体の収益を  

1無差別を許すため安定性の概念にも幾つかあるが，ここでの安定性は弱安定（weakstability）と呼ばれ  
るもので，以降ではこの弱安定を単に安定と呼ぷ．   

2βの部分集合とその特性ベクトルを同一視する．  
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表すベクトルヴ＝（酌l乞∈〟）∈Rヤ，γ＝（γjlj∈Ⅳ）∈RⅣと部分集合ズ⊆βの組  

（飢r；ガ）に対して，以下の条件が成り立つとき（ヴ，γ；ズ）を安定であるという：  

（al）ズはマッチング，   

（a2）すべての（乞，ブ）∈ズに対して，曾豆十γj＝α豆J＋わゎ，  

（a3）豆（ブ）がズにおいて非飽和ならば，ヴま＝0（り＝0），  

（a4）ヴ≧0，r≧0かつすべての（豆，ブ）∈引こ対して，ヴ豆＋り≧αゎ十転・  

ここで勒＝毎－ γゴ＝翫一旬は，各（乞，J）∈ズに対するゴから豆への手付けを意味する．  

この安定性は，パートナーシップを構築することで収益が上がるような対（豆，ブ）¢ズが存  

在しないことを主張している．Shapley－Shubik［22】は，線形計画法の双対理論を用いて安  

定解の存在を次のように示した・辺（豆，ブ）が重み（α豆ブ＋転）を持つ2部グラフ（〟，Ⅳ；β）  

上の最大重みマッチング問題とその双対問題は以下のように定式化できる：  

Maximize ∑（aij＋bij）xij  
（豆，j）∈β  

Subjectto ∑xij≦1（i∈M）  
ブ∈Ⅳ  

∑句≦1（J∈Ⅳ）  
豆∈〟  

∬豆メ≧0（（乞，j）∈β），  

Minimize ＝qi＋∑rj  
豆∈財メ∈Ⅵ／  

Subjectto qi＋rj≧aij＋bij（（i，j）∈E）  

官吏≧0（宜∈〟）  

γブ≧0（j∈Ⅳ）・  

（2．6）  

（2．7）  

このとき，（ヴ，r；ズ）が安定であるための必要十分条件はご＝Xズとヴ，γがそれぞれ上記の  

問題の最適解となることである・なぜならば，（al）と（a4）は主実行可能性と双対実行可  

能性を意味し，（a2）と（a3）が相補スラック条件を意味している．さらに，（2．1）と（2．2）の  

効用関数を用いることで割当ゲームの安定性を特徴付けることができる．β上の0－1ベ  

クトル∬が安定3であるための必要十分条件は次の条件を満たすβ上のベクトルpが存  

在することである：  

XmaXimizesfM［＋p］，  （2．8）  

XmaXimizesfwトp］・  （2．9）  

なぜならば，安定な（q，γ；ズ）からは∬＝Xxとし，すべての（乞，ゴ）∈引こついてpij＝  

転－γブとすれば良い・逆に，（2・8）と（2・9）を満たす£＝Xズとpからは，すべての（乞，ブ）∈   

3ここでは，ベクトル∬が安定とは，ある安定な（ヴ，r；ズ）が存在し，エがズの特性ベクトルになることを  
意味する．  
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ズについて翫＝旬＋裾rプ＝毎一掬とし，非飽和な豆，ブについては甘夏ニ0，γブ＝0と  

すれば良い．条件（2．8）と（2．9）は，各主体はベクトルpにより摂動苫れた効用関数に関し  
て∬でのパートナーが最良であることを意味している．  

3 モデルと主定理  

本節では，藤重一田村［7】のモデルを提案する・以降では，〟とⅣを交わりを持たな  

い2つの主体の集合とし，且を有限集合とする．このモデルでは，〟とⅣの効用はそれ  

ぞれβ上で定義される2つのMb凹関数J怖ル：Zβ→RUト∞）で表現されると  

する．2．2節や4節で紹介する典型的な例では，財とⅣは交わりを持たない主体の集合，  

g＝〟×Ⅳとし，ムォとJⅣはそれぞれ〟とⅣの主体の効用の集約と解釈することが  
できる（註2を参照）・   

また，βが2つの部分集合ダ（柔軟な要素の集合）と月（厳格な要素の集合）に分割され  

ていると仮定する．（4節で紹介するEriksson－Karlander［4】のハイブリッドモデルでは  

〟とⅣがそれぞれ（昭F，〟兄）と（Ⅳダ，勒）と分割され，ダ＝脇×ⅣF，虎＝・ガ＼ダと  

定める．ただしガ＝財×Ⅳ．）さらに，んダとん′は次の条件を満たすと仮定する・   

（A）実効定義域dom′財とdomルは，有界かつ遺伝的であり共通最小点のを持つ・   

ここで，実効定義域が遺伝的とは，0≦xl≦x2∈domfM（domfw）ならばxl∈domfM  

（domル）であることを意味する・   

藤重一田村は安定性を以下のように定義した．ここでzを  

domJ財Udomル⊆（y∈ZβlO≦y≦z）．  
（3・1）   

を満たす整数ベクトルとする．諾∈domんグndomん′が分割（君句に関するムォルー安  

定解であるとは，p∈隠βとz肋ZⅣ∈Z兄が存在することである：  

（3．2）  

（3．3）  

（3．4）  

（3．5）  

pl兄 ＝ 0，  

Zl兄 ＝ Z〟Vz勅  

∬ ∈ argmax（J〝卜p】（洲y∈が，如≦z〝），   

£ ∈ argmax（ルトp】（y）l訂∈が，如≦袖）・  

ただし，如はベクトルpの兄上への制限を表すとする・このモデルでは，pはⅣから  

〟への手付けを意味し，（3．2）は厳格な要素については手付けがないことを意味する・条  

件（3．3）は，（引こ制限はしているが）条件（2．4）における上界ベクトル1をzに置き換え  

たものに他ならない．（2．1）と（2．2）で定義された関数がMb凹関数であることより，この  

モデルは安定結婚モデルと割当ゲームを含む．このことは，このモデルの安定性において  
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β＝月あるいはβ＝ダとしたものが，それぞれ安定結婚モデルと割当ゲームの安定性の  

自然な拡張であることより分かる．   

以下が藤重一田村の主定理である．  

定理3・1（主定理）：仮定（A）を満たす任意のMb凹関数んォ，ん：Zβ→Ruト∞）と任  

意のβの分割（雪月）に対して，（ダ，何に関するJ財ルー安定解が常に存在する．  

註1：このモデルの安定性は上界ベクトルzに依存するように定義されている．しかし，  

これは本質的ではなく，Zが（3．1）を満たすならばJ〟ん′－安定解の集合はzに依存しな  

い．また，以下のようにzを用いずに安定性を定義することができる．∬がんルー安定  

解である必要十分条件は，（3．2）と以下の条件  

∬ ∈ argmax（J〟［＋pl（y）ly∈Zβ，ylR財≦z〟），  

∬ ∈ argmax（ルトp］（州y∈Zβ，yl軸≦zⅣ），  

を満たすべクトルp∈Rβ，月の交わりを持たない部分集合月〟と月Ⅳ，ベクトルz〟∈  

Z兄〟とベクトルzⅣ∈Z点Ⅳが存在することである．  □  

註2‥この節での説明では，〟とⅣはそれぞれ集約された1人の主体とみなせるが，次  

のようにこれらは主体の集合とみなすこともできる．ここで，〟＝（1，・‥，m），Ⅳ＝  

（1，…ル），且＝〟×Ⅳとする・また昂＝（豆）×Ⅳ（乞∈〟）とち＝〟×（刀（j∈Ⅳ）  

とし，各主体宜∈〟は筏上のMb凹効用関数羞‥Zβ‘→Ru（一∞）を持ち，各主体  

ゴ∈Ⅳは句上のMb凹効用関数ム‥Z句→Ru（－∞）を持つとする．集約した関数  

J財（£）＝∑豆∈山師癌）とル（∬）＝∑j押以可句）（£∈Zg）もまたMb凹関数である・  

さらに，βを柔軟な対と厳格な対に任意に分割する．このモデルと本節で紹介したモデル  

は等価である．  □   

註3：〟とⅣがそれぞれ労働者と雇用者の集合であるとき，pは雇用者から労働者への  

給料とみなせるため非負となるべきである．しかし，この節のモデルではこのような条件  

を課していない．これは，pの非負性が個々の問題設定から導かれる特有の性質であり，  

普遍の性質ではないためである．例えば，ル（∬）を労働者と雇用者間の割当∬から得ら  

れる雇用者の総収入とし，domfMは労働者にとり許容できる割当でdomfM上でfMは  

一様に値0を取るとする．このとき，任意のんすん′－安定解∬と∬（e）＞0である柔軟な  

要素eに対して，p（e）≧0となる・これは」局＋pl（∬）≧J〟［＋p】（∬－X。）とんグ（∬）＝  

J財（ェーXe）＝0より得られる．  □  

4 特殊ケースとなる既存モデル   

（2・1）と（2．2）がMb凹である事実と2．2節での議論より，安定結婚モデルも割当ゲーム  

も3節で紹介したモデルの特殊ケースとなっている．本節では，3節のモデルの特殊ケース  

となる既存モデルを幾つか紹介する．  
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4．1 安定結婚モデルの拡張  

Fleiner【5】により安定結婚モデルがマトロイドの枠組に拡張された．まず，マトロイド  

について簡単に説明をしよう．ガの部分集合の族Zが，次の条件  

（i） ¢∈Z，  

（ii） ガ⊆y∈ヱ⇒∬∈ヱ，  

（iii） ズ，y∈Z，lズl＜lyI⇒］e∈y＼∬：∬∪（e）∈Z   

を満たすとき，これを台集合β上のマトロイドの独立集合族という．台集合β上のマト  

ロイドの独立集合族Zとβ上の全順序＞に対して，ル富＝（且，Z，＞）を順序付きマトロイ  

ドと呼ぶ．ガの部分集合ガが要素e∈厨を支配するとは，e∈∬またはある∬の部分集  

合yが存在し（e）uy¢Zかつyのすべての要素e′に対してe′＞eが成立することと  

定義する．ズに支配される要素全体から成る集合をβ〟（∬）と表記する．同じ台集合を  

持つ2つの順序付きマトロイドル‡〟＝岬，Z肋＞〟）とル鑑Ⅳ＝（且，ZⅣ，＞Ⅳ）に対して，  

ズ⊆且が   

（m4）ズ∈右オ∩ヱⅣ，β〟〟（∬）∪ヱ）〟Ⅳ（ズ）＝属   

を満たすとき，ルー〟ル慮Ⅳ－カーネルという．例えば，与えられた安定結婚モデルの問題例  

（〟，Ⅳ，（αゎ），（毎））に対して（簡単のため選好は全順序とする），等価なマトロイドモデル  

の問題例を以下のように構成できる・βを旬，わ豆ブ＞－∞であるような対（乞，ブ）全体の集  

合とする．各豆∈〟に対して哉を豆を含む且の要素全体として，同様に各J∈Ⅳに対  

してちをブを含むβの要素全体とする．このとき，  

ん ＝（ズ⊆勘lズ∩矧≦1（∀豆∈〟）），  

五′ ＝（ズ⊆βIlズ∩矧≦1（竹∈Ⅳ））   

と定義される部分集合族んとん′はマトロイドの独立集合族となることが知られてい  

る．また，ズがマッチングであるための必要十分条件はズ∈ん・∩ヱⅣとなる．次に，ガ上  

の全順序＞〟と＞Ⅳを，α豆jl＞α豆ブ2⇔（乞，山＞財（豆，ブ2），あ豆1j＞む豆2j⇔（豆1，ブ）＞Ⅳ（乞2，ブ）  

と定める．全順序の定義より，マッチングズがル電〟ルⅠⅣ－カーネルであるための必要十  

分条件は任意の（乞，ブ）¢∬に対して，（豆，ブ′）＞〟（官，ブ）または（乞′，J）＞Ⅳ（豆，ブ）である（乞，J′）  

または（乞′，ブ）がズに含まれることである．すなわち，ルせ財ルfⅣ一カーネル全体の集合は  

安定マッチング全体の集合と一致する．Fleiner［5】は任意のマトロイドモデルに対して  

ルi財ルgⅣ－カーネルが存在することを示した．   

江口⊥藤重［3】はMb凹性を用いたモデルを提案している．これは，3節のモデルにおい  

て効用関数の実効定義域が超立方体に含まれ，βのすべての要素が厳格な場合に等しい．  

マトロイドモデルは線形効用関数を持つ場合の江口ー藤重モデルとなっている．簡単の  
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ため，βの部分集合とその特性ベクトルを同一視する．ルl凡才＝（且，耳仙＞〟）とルtⅣ＝  

（且，ヱⅣ，＞Ⅳ）をマトロイドモデルの問題例とする．全順序＞〟と＞Ⅳを正の数（α。）と  

（む。）を用いてα。・＞α。⇔e′＞〟eかつわ。′＞わ。⇔e′＞Ⅳeとなるように表現し，効  

用関数J〃とJⅣを  

〈  （ 

∑αe（ズ∈右オ）  
e∈ズ  

ー∞ （ズ¢ん），  

∑わ。（ズ∈ZⅣ）  
む∈．ズ  

ー∞ （ズ¢孔′）  

ル（ズ）＝  J〟（ズ）＝  

と定める．これらの関数はマトロイドの独立集合族上の線形関数でMb凹関数となること  

が知られている．マトロイド理論の基本的な定理から，「ズがルⅠ〟〟Ⅳ－カーネルである  

ことと，それがんォJⅣ一安定であることば一致する」ことが示せる．江口一藤重は彼らのモ  

デルが常にんォJⅣ－安定解を持つことを示した．  

4．2 割当ゲームの拡弓長  

Sotomayor［23］は，各主体が反対サイドの複数の主体とパートナーシップを組める（た  

だし同一対の繰り返しは許されない）マッチング市場モデルでの安定解の存在を示した．  

また，Sotomayor［25】ではこのモデルの拡張がなされている．拡張されたモデルではM  

とⅣを雇用者と労働者の集合とみなし，各雇用者豆∈〟はα豆＞0単位の労働時間だけ  

雇用でき，各労働者J∈Ⅳは角＞0単位の労働時間だけ働けるとする．対（豆，ブ）は単位  

時間当りc豆ブ（＝α豆j＋転）の利益を上げるとする・このモデルではマッチングを考える代わ  

りに，豆がブを雇用する時間を意味する∬豆ゴから成るベクトルを用いる（このベクトルを労  

働配置（1aborallocation）と呼ぶ）．労働配置x∈ZMxWが実行可能であるとは，X≧0か  

つ次の2条件が成立することとする：  

∑筍≦α乞 
ブ∈Ⅳ  

（豆∈〟），   

∑句≦島（ブ∈Ⅳ）・  
豆∈ルー  

任意の部分集合〟′⊆〟とⅣ′⊆Ⅳに対して，P（〟′，Ⅳ′）を全ての実行可能な労働配置  

の中での∑豆∈〟′∑ブ∈Ⅳ′Cが叛の最大値とする・すなわち，提携〟′∪Ⅳ′が生む利益とする・  

一方，q∈RMtr∈RWを合わせて貨幣配置（moneyallocation）と呼び，q≧0，r≧0，  

かつヴ（〟）＋γ（Ⅳ）≦P（叫Ⅳ）を満たすとき実行可能という．ただし，ヴ（〟）＝∑緩〟‰  

γ（Ⅳ）＝∑托Ⅳγブとする・貨幣配置（ヴ，γ）がコアであるとは，それが実行可能でありかつ  

すべての提携〟′⊆〟，Ⅳ′⊆Ⅳに対してヴ（〟′）＋r（Ⅳ′）≧ア（〟′，Ⅳ′）と定義する．  

Sotomayor［25】は輸送問題  

Maximize∑cijTij Subjectto（4・1），（4・2），X≧0，   （4■3）  

（i，j）∈E  
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の双対最適解からコアの要素が導かれることを示した．このことばコアが非空であること  

を導く．すなわち，3節の文脈ではMb凹関数  

｛
 
i
 
 

∑cijXij（ifx∈ZEsatisfies（4・1）andx≧0）  

二
 
 

（4・4）  β
 
∈
 
 

（otherwise），  

（ifx∈ZEsatisfies（4．2）andx≧0）  

（otherwise）  

一（X）  

0
 
 

ニ
 
 
 

）
 
 
∬
 
 

（
 
 
Ⅳ
 
 

f
J
 
 

（4．5）  
－00  

を定義し，J〃ルー安定解£とそれを規定するpから  

酌 ＝ ∑（c豆ブ＋勒）∬盲ゴ（豆∈〟），  
j：句＞0  

り ＝  ∑（一掬）∬豆j（ブ∈Ⅳ）  

i：旬＞0  

と定めることでコアに属する貨幣配置（ヴ，γ）が得られる．しかし，Sotom町Or［25】の指摘  

のようにコアは双対最適解集合よりも真に大きくなることがあり，逆は必ずしも成立しな  

い（【25，Example2］参照）．   

4．3 ハイブリッドモデル  

Eriksson－Karlander［4】は，安定結婚モデルと割当ゲームのハイブリッド版と言えるも  

のを提案した．このモデルでは，主体が柔軟な主体と厳格な主体に分割されている．すな  

わち，〟とⅣがそれぞれ（怖，脇）と（Ⅳ云，l侮）に分割されている．この主体の分割に  

伴いβをダと月に次のように分割する：  

月 ＝（（豆，ブ）∈引去∈几侮0り∈W云），  
（4・8）  

ダ ＝（（豆，ブ）∈ガl豆∈怖andブ∈Ⅵ与）・  （4．9）   

Sotomayor【24】はこのモデルを〟とⅣの大きさが異なってもよい場合に拡張し，拡張  

されたモデルでは解（ヴ，γ；ズ）が安定であることを次のように定めた：   

（bl）ズはマッチング，   

（b2）すべての（豆，ブ）∈ズに対して，ヴ豆＋γj＝旬＋転   

（b3）すべての（乞，ブ）∈ズ∩別こ対して，翫＝勒＞－∞かつγブ＝毎＞－∞   

（b4）豆（J）がズにおいて非飽和ならば，ヴ豆＝0（γj＝0），   

（h5）ヴ≧0，γ≧0かつすべての（宜，ブ）∈ダに対して，酌＋り≧勒＋わ宜j，   

（b6）すべての（豆，J）∈別こ対して，翫≧αiブまたはrゴ≧毎・  
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β＝月（またはβ＝ダ）であるとき，条件（hl）～（b6）は明らかに（ml）～（m3）（または  

（al）～（a4））と同じである．このモデルの安定解の存在について，Eriksson－Karlander［4】  

は構成的な証明を，そしてSotomayor［24】は非構成的な証明を与えた・本節での議論より  

3節のモデルはこのモデルも特殊ケースとして含んでいる．  
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