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1. はじめに
ランダムウォーク型マルコフ連鎖は, 現状態を

添字集合とする増分分布族が tightとなるマルコ
フ連鎖であり, マルコフ連鎖モンテカルロ法や, 待
ち行列理論との関わりが深い [1].

例えば, 対称ランダムウォークMetropolis法お
よび Langevinモンテカルロ法の挙動, さらには,

マルコフ型到着過程と位相型サービス時間分布を
入力とするMAP/PH/c待ち行列長過程などは,ラ
ンダムウォーク型マルコフ連鎖となる.

ランダムウォーク型マルコフ連鎖においては,「増
分分布の裾減衰速度」と「エルゴード性の強さ」と
の間に, 強い関連があることが知られている. しか
し, 劣幾何エルゴード的, すなわち, 極限分布への
収束速度が劣幾何的となる場合では, その二者間
の関係性はまだ十分に解明されていない.

本稿では,そうした未解明な関係性を明らかにす
べく, その第一歩として, 代表的なランダムウォー
ク型マルコフ連鎖である, GI/G/1型マルコフ連鎖
を対象に, 劣幾何エルゴード性に関する必要十分
条件を与える.

2. GI/G/1型マルコフ連鎖
まず,自然数Mkに対して, Mk = {1, 2, . . . ,Mk}

とし, S =
∪∞

k=1 Lk とする. ただし, 任意の k ∈
Z+ := {0, 1, . . . }に対して, Lk = {k} ×Mmin{1,k}
とする. このとき, 推移確率行列

P =



L0 L1 L2 L3 · · ·
L0 B0 B1 B2 B3 · · ·
L1 B−1 A0 A1 A2 · · ·
L2 B−2 A−1 A0 A1 · · ·
L3 B−3 A−2 A−1 A0 · · ·
...

...
...

...
...

. . .


をもつ 2 変数マルコフ連鎖 {(Xn, Jn) ∈ S;n ∈
Z+} を GI/G/1 型とよぶ. ただし, Ak (k =

0,±1,±2, . . . )はM1 × M1 行列, B0, Bk および
B−k (k ∈ N := Z+ \ {0})はそれぞれ, M0 × M0

行列, M0 ×M1行列, M1 ×M0行列である.

本研究では, 次の条件を仮定する.

仮定 1.

(i) P は既約かつ非周期である.

(ii)
∑∞

k=1 kBkeは有限である.

(iii) A :=
∑∞

k=−∞Akは既約な確率行列である.

(iv) σ := ϖ
∑∞

k=−∞ kAke < 0を満たす. ただ
し, ϖ は Aの唯一の定常分布ベクトルであ
り, eはすべての要素が 1に等しい列ベクトル
である.

本仮定のもとで, GI/G/1型マルコフ連鎖はエル
ゴード的, すなわち, 既約で非周期かつ正再帰的と
なり, P は唯一の定常分布ベクトル πをもつ.

3. 関連研究
劣幾何エルゴード性の特別な場合である冪エル

ゴード性については, 簡便な必要十分条件が知ら
れている [2]. また, 次の命題は, 状態空間 S上の一
般的なマルコフ連鎖が劣幾何エルゴード性をもつ
ための十分条件を与えている.

命題 2 ([4, Theorem 2.1]). 推移確率行列 P =

(p(k, i; ℓ, j))(k,i),(ℓ,j)∈Sは既約かつ非周期的である
とする. さらに, ある定数 b ∈ (0,∞), 劣幾何関数
r : S → [0,∞),および,ある有限集合A ⊂ S上で有
界な関数 Vn : S → [1,∞]の列 {Vn;n = 0, 1, . . . }
に対して, 次の (i), (ii)が成り立つとする.

(i) V0(k, i) = ∞ =⇒ V1(k, i) = ∞.

(ii) 任意の n ∈ Z+, (k, i) ∈ Sに対して,∑
(ℓ,j)∈S

p(k, i; ℓ, j)Vn+1(ℓ, j)

≤ Vn(k, i)− r(n) + br(n)1A(k, i). (1)
以上の条件のもとで, 任意の確率ベクトル µ :=

(µ(k, i))(k,i)∈Sについて, 次式が成立する.
lim
n→∞

r(n)∥µP n − π∥ = 0.

ただし, 1A : S → {0, 1}は次を満たす関数とする.

1A(k, i) =

1, (k, i) ∈ A,

0, (k, i) ∈ S \ A.

命題 2の十分条件は, 一般的なマルコフ連鎖を
対象としているが, 可算無限個のリアプノフ関数
Vnを必要とするため, 扱いづらい.
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4. 劣幾何エルゴード条件

本研究では, 一般的な劣幾何エルゴード性につ
いての簡便な必要十分条件を与える. 次の定理は,

本研究の主結果である.

定理 3. 仮定 1のもとで, 次の条件 (A), (B)は同
値である.

(A) 任意の λ ∈ (0, δ)に対して,∑∞
k=1 V (λk)Ak および

∑∞
k=1 V (λk)Bk が

ともに有限となる.

(B) 任意の θ ∈ (0, δ|σ|)および任意の確率ベクト
ル µに対して, 次が成立する.

lim
n→∞

V ′(θn)∥µP n − π∥ = 0.

ただし, δ は正定数であり, 関数 V : [0,∞) →
[1,∞)は,次を満たす二回微分可能な凸関数である.

(i) V ′(0) ≥ 1かつ limx→∞ V ′(x) = ∞.

(ii) log V ′(x)/xは非増加で 0に収束する.

4.1. 十分性
まず, 任意の n ∈ Nに対して, リアプノフ関数

Vn : S → [1,∞)を以下のように定義する.

Vn(k, i) =

{
V (nθ), k = 0,

V (ck + nθ) + cV ′(ck + nθ)x+(i), k ≥ 1.

ただし, c ∈ (0, δ), θ ∈ (0, δ|σ|)とし, 正の列ベクト
ル x+ := (x+(i))i∈M1 を, 方程式

Ax = x− |σ|e−
∞∑

k=−∞
kAke,

の解とする. さらに, 詳細は割愛するが, 定数 bと
集合 A =

∪K
k=0 Lk を適当に定めることで, (1)を

満たすようにできる. つまり, 条件 (A)のもとで,

命題 2の条件が満たされ, その結果, 条件 (B)の成
立が言える.

4.2. 必要性
本節では, 条件付き確率 P( · | (X0, J0) = (k, i))

と条件付き期待値E[ · | (X0, J0) = (k, i)] をそれぞ
れ P(k,i)( · ), E(k,i)[ · ] と表記する.

条件 (B)が成立するとき, 状態 L0への初到達時
刻 τL0 = inf{n ∈ N;Xn = 0}に関して,次が成立
する [3].

E(k,i)

[ τL0∑
ℓ=1

V ′(θℓ)

]
< ∞, (k, i) ∈ S. (2)

関数 V の凸性と平均値の定理より, (2)は次のよう
に書き換えることが可能である.

E(k,i)[V (θτL0)] < ∞, (k, i) ∈ S. (3)

この期待値をマルコフ不等式によって下から評価
するために, 次の補題を用いる (証明は割愛).

補題 4. kを十分大きくとれば, ある定数C > 0が
あって, 任意の ε > 0に対して, 次が成立する.

P(k,i)

(
τL0 >

k

|σ|+ ε

)
≥ C, i ∈ M1.

補題 4より, λ = θ/(|σ| + ε)とし, X0 = kを十
分大きく取ることで, 次の不等式を得る.

E(k,i)[V (θτL0)] ≥ CV (λk), i ∈ M1. (4)

なお, ε > 0, θ ∈ (0, δ|σ|)は任意に取れるので, 不
等式 (4)は, 任意の λ ∈ (0, δ)に対して成立する.

また, (3)と (4)より,十分大きいN ∈ Nに対して,

E(k,i)[V (θτL0)]

≥
∞∑

ℓ=N+1
j∈M1

p(k, i; ℓ, j)E(ℓ,j)[V (θτL0)]

≥ C
∞∑

ℓ=N+1

V (λℓ)
∑
j∈M1

p(k, i; ℓ, j)

=

C
∑∞

ℓ=N+1 V (λℓ)[Bℓe]i, (k, i) ∈ L0,

C
∑∞

ℓ=N+1 V (λℓ)[Aℓ−1e]i, (k, i) ∈ L1,

が導かれる. ただし, [ · ]iは列ベクトルの第 i成分,

p(k, i; ℓ, j)は P(k,i)((X1, J1) = (ℓ, j)) を表す. こ
の結果と (3)より, 条件 (A)の成立が示される.
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